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Executive summary

Modelling broadband scattering from shelled spheres in a
waveguide
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� � � �� �� � � � �� ������ ������ � ,����. ��� ��� � �������� ������ �

,���. �� � ������� �� ������ �����	 #�� ����������� �� ����� ��

>F � ��� ��� ����� �� ��� ������ �� >;; �	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 >K


����� >;% #�� �������� $��� ��������� ,����� � � >;

�

. �� ������� ��

���)���� ��� ������ ����� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 >K


����� >>% #�� �������� $��� ���� ������ ,���������. �� � ������� �� ������

�����	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 >:
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����� >@% !������� ����� � ���� ������ ��� ,�. ��� ���� ���� � �� ,�. ���

������ �� >; ����� ,. ��� ������ �� >F � ����� ��� ,�. ��� ������

�� @L	K � ����� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 >:


����� >A% #�� �������� $��� ��������� ,����� � � J � >;

�

. �� ������� ��

���)���� ��� ������ ����� ��� � ����� �� J;; �	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 >L


����� >B% !������� ����� � ���� ������ ,����� � � � ����� �� J. ��� ,�. ��� ����

���� � �� ,�. ��� ������ �� >; � ����� ,. ��� ������ �� >F �

����� ��� ,�. ��� ������ �� @L	K � ����� ��� � ����� �� J;; �	 	 @;


����� >F% #�� �������� $��� ��������� ,����� � � >;

�

. �� ������� ��

���)���� ��� ������ ����� ��� � ����� �� >;; � ���

����������� �� �� @ � � � � � � ��� ���� ��	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 @>


����� >J% !������� ����� � ���� ������ ��� ,�. ��� ���� ���� � �� ,�. ���

������ �� >; � ����� ,. ��� ������ �� >F � ����� ��� ,�. ���

������ �� @L	K � ����� ��� � ����� �� >;; �	 #�� ����� �������

� �� � G������� ����� �� ���� �� H>;; B>;;I �<	 #��

����������� �� ��� �� @ � �� � � � ��� ���� ��	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 @>


����� >K% #�� �������� $��� ��������� ,����� � � >;

�

. �� ������� ��

���)���� ��� ������ ����� ��� � ����� �� >;; � ���

����������� �� �� @ � � � � � � ��� ���� ��	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 @@


����� >:% !������� ����� � ���� ������ ��� ,�. ��� ���� ���� � �� ,�. ��� ������

�� >; � ����� ,. ��� ������ �� >F � ����� ��� ,�. ��� ������ ��

@L	K � ����� ��� � ����� �� >;; �	 #�� ����� ������� � �� �

G������� ����� �� ���� �� B;>;; �< ���� � �������� ��������� ��

@; ��<	 #�� ����������� �� ��� � � @ � � � � � � ��� ���� �� 	 	 	 	 	 @@


����� >L% 	 � <� �� �� ��� � �� ��� ,�. ����� ����� ���� ,�. ��� ����� ��� ���

������ �� ��� �� ����� ��=�����	 #�� ����� ������� � �� �

G������� ����� �� ���� �� B;>;; �< ���� � �������� ��������� ��

@; ��<	 #�� ����������� �� ��� � � @ � � � � � � ��� ���� �� 	 	 	 	 	 @A
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1 INTRODUCTION

/� �� ��� ���� ��� � ����' ����� ��� � ��� � � � � � ������ �� ��� ������������� �� �� 7���

�� �� ������ ���� ������ �� ��� ����� �� ��� �� ����� �������� �� ��� ����� �� � ��	

#��� ��� � � � � �� � ��������� ��� ������ ��� ����� ���� ��� ������� �������������

�����$����� H>-BI	 8������������ ' � ������2� �� ����� ������ ��� �  � � � � � � ������

���� ���� �+�� ��� � ��  ������������	 
 �� �*�����' �� !��	 F �� � �� ��� �� �� � ���

� �� ���� �� ������ �� ������ �� � ���� ��' � �� �����$�� ��� ��+���� � �� ���������

��� �����' ���� ���� �*� ���� �� ����-����	 #� ��' �� ������������� �� ��� ������

��������� ��� ��� �� � � � � ������ �� ��� ����� � �� ������������� ������ �������� ���

�����$����� �� � ������ � � ���� �������	

(� ���� ��� ���' ��� ��������� �������� ��� � ������ �� � ���� ���� ,�	�	' 7��� ����������

� � � ������ ����������� =���. �� ������ ��	 #�� ������ �� �� � � �� ������ ����� ���

� ��+���� � �� ������ ������ $��	 #� ��' ��� �� ��� �� ��� ������ �� )���� ������� ���

�� �� ��� � � ������� ������ ,��� �*�����' � ����� ����� ����������� �� �� ������ ��

$���� �� ������. ��� ������' � ����� �� 7��' �������� ����' � ������' � ��  �	 ���� ������

�� ����� ��� ����� ����������� ��� ������ ���	 #��� �� ��� �� � ��� �Æ��� � ��� �� � �

���� �� �� ��� ��� �� ����� ���� ���� �� �������� ������� �� ��' ��� �*�����' � �������

�� ��������< HJI	

#�� �*�� �������� ��� ����� *�������� ��� ������ ��������� �� � � � � ������ �� � � � � � �

�������� � � � � ����� � �� ������� HK->;I	 ������� �*�������� �� ��� ��� �� ���� ��� ���

��� ��� � � � �� �� � � � ������ � �� � � ����� �� HK-LI	 �� � �� ��' ���� ����� � � ����� ��

� ���� �������������� �*� ����� � ��� ���� ���)������ �� ���� ������	 (� ���� ��� ���'

� � � � � � � �������� �� � �*������� �� ������ � ��� ������ � ��� �������� $����	 � � � �

� �� � ������ � � �� ���� ���� �� !��	 >> �� �� ��� ��������� ���� � ����� ������ ��

�� � ���� � � � ������ ��� �� ����' �� �������' �� ��� � ����� � ��������� �� ����	 (�

��� ������ � � ���' � ��������� � �������� �*������� �� ���� ��� ��� ���������� ��

��� ������ � ��� �������� $����	 #�� ������� ��� ��� �� �� � � ������� ������-�������

�������' � ������� ���� �� �� ������ $��	 #�� ���� ������� �� ���)�� ���� � � ���� ����

����� ������ ���� ��' ��� ��� ��� �� ������� ���� �� ��� ��� ��������� ������� �� � �

���� �� ����������� ��� ��� ���������� �� ��� �������� �������� ��� � ���� �� ���

����������� ������	

(� ��� � ������� �*������' ���� �*����� �� ����� ��� ����� ����������� ��� �����-

���� ��� � �����-������� ������ �� ���� ����	 #��� ��� ������ �� ��������� �� � ������ �

� � � ������ ���� � � �����' � ��������� ���� �� ��� � ��� �������� ������� ������	 �

� ��� � ����� �� ��������� �� � �� ��$�� �����	 #�� ��������� �������� �������� $����

�� ������� � � � ��� ��� � � � �� �� � � � � � ������ ��� ��� � �������� �� � ������ ��� ���

��� �� �� � ������� �� ��� ������ �����	 (� ��� ��� �� ��� � � � �� �� � � � �� ������ ��-

���� �' ��� �+�� �� �������� ����������� ����� �� ���� �� � ���������	 #�� �� � ����� �

�� ���� ���� �� ������ ��� ����� �� � �� ���� ������ ��� � ������ ������ ��� ������
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2 Theory

2.1 Scattering from a sphere in free space

#�� �������� $��� ������ � �� �� � ������ �� ���� ����' ��� �� � � � � � � ����� ��
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�

�
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�
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�
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�

, � . ,@.
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�
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�
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 �������	 #�� �*������� �� 5)	,>.�� �����

�� �� ��� ������ �� ��� � �������� ������ � � � � � �� ��� �� ��� �� ��� ������	 #��

� ������� � �� ��� �����-����������� �����	 #�� � ������� � �� ��� � ���� ����� ��������

�+ ��� � ������ ����� ��� � �� ��� �<�� ����� ����� ������ ��� � ������ �*��	 #��

�������� � ������� ��� � ��������� �� ��� ����� �� �������� ���� ��� ������	 (� ���

��� ���� �

�

�� ��� �� �� � � <��� ,�	�	' ��� ����� �� ��� �� �� ��� �� �� ��� �*�� �������

������� ��� ������. ���� ���� �*�������� ������$�� ��

�

���

, � � � . N ��

�

�

� ��

�

,@ � O > . 	

�

, � �

�
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(� ��� ��� �� �� ������ ������� ������ ���� � ������� �� �� ������ ������ $��' � � ���� ��

� �Æ��� �� ��� �������� � � ������� � K � K ������ �� �)������� ��� �� � ����� � 	 #����

��� ��� ����� �� � �Æ��� �� �� ��� �������� ���� �� �������� �� ��� ����������� =���	

#�� ������������ ��� ����� � ���� ����� �� ��� ����� �� � � � � � � �Æ��� �� ��� ��������

���� �� ��� M����� ��������	 (� ��� �� ������' ����� ��� ����� �� � �Æ��� �� ��� ���

�������� M����� �������� ��� ��� ������������ ��� ����� � ���� �����	 #���� ��� ��

�������� ���� �� �������� ���� �� ���� ��� �������� �� ��� ������	 #�� �� ��� ��� � ��

���������� �� ��� �������� �� ��� �� ������� ����� ��� �������� �)������� �� ���������

��� ��� � �Æ��� �� �� �� � ����� � 	 (� ���������' � � ��� �� �������� �� ��� � �Æ��� ��

�� ��� �������� ���� �� �������� �� ��� =��� ����������� ��� ������	 /�� �����

� �Æ��� �� �� � � � � � � �������� ���� ��� �������� $��� �� � � ������� �� ������

�� ��� ����������� ���� ����	

�� � �� ��' ���� ��� ������ �� � � � � � � ������' ��� ��������� �� ���� ���������	 #��

$��� ������ � �� �� ��� ������ ������� ��� ����������� �+��� �� ��� ������ �� ���

� � � ������	 #�� $��� �������� � � ��� ������ ���� �� ������ ���� ��� � � � ������ � �����

�������� �� ��� ����� ��	 (� ��������' ���� �� ��� �������� ������ ���� ��=�� �+ ���

� ��������� ��� � � �������� � �� �� ��� ������ ��� ���� ���� ���� �� � ��)���� ��

�� ��������� � � � � ��� ��� ������ ��� ��� � ���������	

2.2 Scattering from a sphere in a waveguide - an exact
wavenumber integral expression

(� ���� ������' � � ����� � �� �*�������� ��� ��� ��������� ���� � ������ �� � � � � ������	

#��� ������� ��� � ��� ��������� �� � ������ ����� � � �������� ������� HF'K->;I	 #��

����� ����� � ��� � ����� �� ��� � ������ � � � �� �� � � � � � ������� ��� � � � �������� ��� � �-

�������� 	 (� ����� �� ����� � ��� ��������� ���� � ������ �� � � � � ������' � � �������

�� � �������� � ��� �' 5)	,>.' ��� ��� �������� $��� �������� � � ��� ������	 & � ��� �

��� � ���� �����' � ' �� � � �������� �+ ��� � ������ �*�� � 	 #�� ���� 	
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,�� � . N �
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�

� �

�
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�� �

� �

�

�

�

,

� �

�

. �� ,:.

����� � � @ �  � � ��� � N

�

�

�

� �

�

	 #���� � � � �*��������� �������� � �� �������

��� ������� � � � �$���� ���� ���� ��� 	 M����� �� ��� �� ��������� ���� ��� ��� ���

� ����� � ��������� �� ��� � � � ������' ����� $����' ��� �� � � ���� �� ��� � � � �� �� � � �

��������� � ���� � � �� ��$�� � � � ������ �� ��=������ �+ ��� ��� ��� � ����� �� ���
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��� ����� ���� ������ � � ������� ���� �� ����* � N > � ���� B & O > ���� � N > � ����

��� ����� ����	

8���� ���� ������ �' ��� �� �� ������ � �� �� ��� ������ ���� ��� �� ��$�� �����

� ������� ��� �������	 #��� ��� ���� �������� ��� �� �� �� ��� ��������� ���

��������� ��� �������� $��� ���� ��� ������ �� � �� ��� �����	 #��� ������ � ��

����� ��� ��� ��������� ���	 
 �� ��� ������� ���' ���� ����� ��� �� �� �� � ����

������ ��� �� ����� 7������ ��� ������ �� ��� �� ��� �� ��$�� ����� �� � �������,�.	

#� �� � � �� ����� ��� ��� �������� $���'

�

��

, � � � . N

� � ��

�

�

�

��

� � ��

�

�

�

��

( , �

�

. ( , �

�

.

�*� , �� ,  

� �

O  

� �

..

 

� �

 

� �

� , �

� �

� �

� �

. � ,B@.

(� 5)	,B@. � , � . ������� ��� ���$��� ���� ���� ��������� ������� ��� ��� ������ ���

��� �� ��� ���������� �� ��� ������' ���� ������� ��� ���� �� �� ���� ��� ��� �����'

��� ��+����� � � � � ��� ��� ������� ��� �������� ������	 (� �� ��� ����� � � � � � �����

������ ��� ��$��� �� �� � � � � � ���� ��� ��+����� �� �����	 
 �� �*�����' ��� ���

�� � �������� �� � ���� ���� ��� ������ ��� ���� ��=����� �+ ��� ��� �������� �������

������ ��� ��� � A ������ �� 5)	,AF.' ��� ����� �� ��� �� � �

� N )�*+ ,,@ �	 � � � �

�

. � 

� �

. ,BA.

������� ��� � ���� �� ��=���� �� � �� 5)	,AA.' ��� ����� �� ��� �� � �

� N � � )�*+ ,, � O �

�

O @ , � � >. 	 . � 

� �

. � ,BB.

#�� ��� $��� ��������� ������� � , � . � � ��� �� � �

� , � . N � �

�

�

� ��

�

�

�

,@ � O > .

�

, � >.

�

�

�

,�� � .. ,BF.

�������� ��� � �������� ������ � �� �������� �� ������ ��� ' �� �� ��� ���� ���� �� ��

������������� �����	 �� � �� ��' �� �� ���� �� H>@I' �� ��� � � � �� �� � � � �� ������� ��

��� �������� �*�������' ��� ���� > � ,> O � , � . �

� � � 	

. �� � � �*������ ��

> � ,> O � , � . �

� � � 	

. N > � � , � . �

� � � 	

O �

�

, � . �

� � � 	

O ��� ,BJ.
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5� � �� ����� ��� �� ������� �� � � �������' ����� ��� ����� � �� ���������� "����

��� ��� ��������� � ��� ����� �� �

�

' �� ������' �� ��� ���' ��� �� � �*������� 7���

������ �� ,����' ��� �*�����' �� 5)	,>F. ���� � � ����� ��� ����� $

�

, � . �� ����� �� ���

��������� ������� ��� ��� ������.	 ���������� ��� ' ��� ���� ��� ��� ���� ������ � � �

(������� H>AI	 �������� �� ���� � �� ��� �������� ������' �� �� ��������� ��� ���������

�� ����� �� ��� �� ��� �� ���� �)��� ���� � �� � ��������� ��� � ���� � �� �������� ��

����� � � � ��	

(� ��� ��������� ���' 5)	,B@. �� � � ��������� ��

�

��

, � � � . N

� � ��

�

�

�

��

� � ��

�

�

�

� �

�

, , �

�

� �

�

. ( , �

�

. ( , �

�

.

�*� , �� ,  

� �

O  

� �

..

 

� �

 

� �

� , �

� �

� �

� �

. � ,BK.

����� , , �

�

� �

�

. N > ��� �

�

N �

�

��� , , �

�

� �

�

. N @ ���������	 ��������' � � ����

��� ������� � � � ���� ����� �� ���� ��� ���' ��� ���� �� 5)	,BK. �� � ��� �������� ��

���������� � ������� ����� ��� �� � �� �������� �� �� � ����	
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3 NUMERICAL EXAMPLES

& � ����� � � ���������� ��������� ���� �� ������-������� ��� � ����� ������ �� ����

����	 #�� ������ �� ;	@F � �� ������	 #�� ����� �� J �� ��� � ��� �� �����	 #��

�� ������ �� ��� ������ �� ��� �� �� � � � � ����	 #�� ��������� � �Æ��� �� �

�

���

������� ��� :;;> ���)������ �� �� ������� � �� >; �< ��� � ��� ��� ������� ��� �����

���	 #�� ����� ��� ������ ���� �� ��� ������ ����� ���� � �� ��� �������� � �������� ��

��� ������ �� ��� ������	 (� ���� ���' ��� ��������� � �Æ��� �� ��� ��� �� �����������

� �

�

�

N �




�

�

, � �

�

.

	

�

�

, � �

�

.

� ,B:.

#�� � �Æ��� �� �� ��� ��� �� �� ������-������� ������ ��� ������� ����� �� �*������


 /! #!�? � ��	 
 �� ��� ��� �� ��� ������ �� � � � � ������' ����� � �Æ��� �� ���

���� �� �� � $�� ��� ��� C� #��M � �� ��� � ���� ���� ���� �� ��� � � � ������

����������� ����� ������ ��� � � � �� �� � � � �� ������ ������ � �� ��� � ��������-�� �

������ �	 (� 
��	 > ��� �� ����� �� ��� �� ��������� $��� �� � ����� �� >;; �

�� ��� �� ��� ��� ������� ������ �� ���� ��� ��� ��� ����� ������ �� ���	 #���� ���

������ �������� �������� ��� ��� ������� ������	 (� 
��	 @ � � ��� � ��� �������

�� ��������� ���������� ��� �� ������ � � � � � � �� ��� ����

� ,  . N �*� , � ,  � 

�

.

�

� ,@, - . � @.

�

.. �  � ; ,BL.

����� 

�

N , 

�

O 

���

. � @ ��� - . N , 

���

� 

�

.	 
 �� ��� ��� ������ 

�

N >;; / �

���� 

���

N B>;; �<' :>;;�<' ��� >J>;; �<	 #�� ���� ���� ����� ��� �� ��� ����

������ ��� ��� ������ ������� ������ ��� ��� ���� � ���� ����� ��� �� ��� ���� ���� ���

��� ����� ������	 (� �� ���� ���� ����� �� �����$�� � ������ ��� ��� ������� ������ ���

��� ���� ����������� ����� ��� �� ����� ������' ����������� ��� ��� �� � ��� ���)����

����� �� ���� �� �� ��� @ ��<	 (� 
��	 A' � <� �� �� ��� ������ ���� ��� �� �����

��=����� �� ��� �� ��� ��� ������ ��� ����� ������� ��� ��� H>;; >J>;;I �< �����	 #��

�� ����� ��=����� ��� ��� ������� ������ ��� ��� ��� ����� � ������ � ���� ���� �� ���

����� ������	 #��� �� � ����� ��� ����� �� ����� ������� ��� ���� �� ���� ���)���� ��� ���

�� ������ �� ��� ������ �� � � ����	 #�� ����� ������ ��� � ����� �������� ����� ��

����� ��� �� ����� ��=����� - ���� �� ��� 
 ���< � � � � ����� �� H>BI	

#�� ��������� � �Æ��� �� �

�

, " . ��� ��� ������ ������� ������ ��� �� � ���� �� ��-

7������ ���� 5)�	,>F. ��� ,>J. �� ������ ��� �������� $��� ����� ��� � � � �� �� � � �

�� ������ ������ � ��� ���� ���� ��� �� �-����� ������ �	 #�� ���� �� ��� � �����

�� ��� �� >K;; ��� ��� � ������ � �� ! N >	F ���

�

	 #�� ����� �� ��� �  � � � � � � ��-

���� �� A; �	 #�� ����� �� �� ���� �� � ����� �� >F �	 #�� ������ �� �� ���� �� �

����<�� ��� ����� �� >;; � ��� ��� ����� �� � ����� � � � � ��� ;	A �� @L	K �	 #�� ���-

����� $��� �� ������� ��� @;;> ���)������ �� ��� ����� H>;; B>;;I �<	 (� 
���	 B ���

F' � � ��� � � ��������� �� ��� ������� �� ��������� �� ���� ,� ��������� � � >;

�

DRDC Atlantic TM 2007-270 11



0 10 20 30 40 50 60 70 80
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Frequency(kHz)

A
m

pl
itu

de

Figure 1: ��� ��� ����		�
�� �� ��	
� ��
�� ������ ��
 �� ����	���������� ����
� �
����

���� � �� 
���� ��� � 
���� ����
� �����

�� ��� ������ ��� �����. ��� ������ �� ���� ������ ������� ���� ;	@F � �� @L	KF �	

#�� ����� �� ;	@F � ����� ���� ��� ������ �� 7��� ��� ���� ��� ��� �� �������� ��-

����� ������ ��� ��� ����� �� @L	KF � �����$�� ��� ������ ��� ���� ��� ���� ��	 (�


���	 J ��� K' ��� ��������� ���� ������' ����� ��� ����� ������� �� 5)	,BL. ����

� ��������� �� B ��<' ��� ��� ��	 �� �� � � ����' ��� �������� �� ��� �����������

�+��� ��� � �����$�� � �+�� ��� ��� ������ ���� �� ��� ��� �� ������	 #��� �+��

���� � � � � ������� �� ��� ������ �� ��� �� �� ���� ���� �� ��� B; � ���� ��� ������	


 �� ���� ��������� �*�����' ��� ����������� ����� �� ��� �� � � � �����$�� � �+�� ���

��� ������ ���� �� ��� ���� ��	 �� � �� ��' �� �� ��� ���� ���� ���� ���� ��� � �� � � ���

���	 (� ���' ���� ��� � ����� ���� �� �� � � ���� �� ����� *����� ������ � ��������

������� �� ����� ������' ���� ���� ��$������ ��� ��� � �� � � ��� ���	

(� ��� ����� ���� �����������' � � ���� ������ ��� ����������� �����	 �� � �� ��' ��

������ � � ����� ���� ��� ��� ������ ������ ����� �������� �� ��� ���� ������ ,���

� ������' ��� ���� ��. ����� ������� �� � ��� � � ������	 (� �� � ������� �� ������

����� �+��� �� ��� �� �-����� �� ��� � � �������� ����� ����� ��� �������� � � � �-

����������� ��������� ������� � , �

���

� �

��

. ,��� ��������� ������� � ���� �� ������

������ ��� ��� �� �� ��� ��+����� �� ������. 	 (� ��� ��� �� � ������ ������ � �������

���� � ���� � � ����-��������' �� ��� ����������� � �Æ��� �� � ���� ���� �� � � ��-

������� ��� �� � ��� ������ � �������	 (� ��� ��� ���� ��� ������ � ������� �� $*��

��� ��� ����� �� �� ����� � ������� � �����' ���� ���� � � � � �������� ������ �	

(� 
��	 : � � ��� � � ��������� � � � � ��� ��� ������� �������� ���� ��� � � � �� �� � � �

����� � ,�� �����������. ��� ��� � �������� �*������� ����� �	 ����' �� >;; �<'
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Figure 2: ��� ����	�� ��� ����		�
�� 	��� ��
��� ��
 � ������� � ���� 	�� �� ��	
�

� ����	�� 
��� ���� ��� �� �� ������� ��
 �
�������� ��  !�� "!��#$%�  !�� &!��# $% ���
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Figure 8: ��� ���		�
�� -��� �����	�� �� �	������ � , >;

�

� �� ����	�� � , � � . �� ��

� � 
 � � 	��
�� ���
��� � ����� ��� 	�� � �	���	� ���
��� � �
��� �� � ���	��� �� ����
�

���	�� ��� ��
��/
����. �
 ���	� �� ! � � � � � 	�� 
���� 	� 	�� ����
� �� !�� ��

����� �� � �����$�� � ����������� � � � � � ��� ��� �������	 #��� �� ��� ����������	 #��

� �������� �*������� ������ � �� � ���� ���)���� ������ �	 
 �� �*�����' ��� � � -

�� ����� �� ��� � � � �� �� � � � �� ������ ���� ��� ������ � � � � � �� ��� ���� ��� ��� ���

�+��� �� � �� � ��� ���������� �H>FI ��� �������	 #�� � �������� ��� � � � � �� @ ����� �

S�����T ���� :	A ��� @>	K �	 #���� ������ ��� �� ������ ��� ��� � ����� ��� @ � ��-

��� ��=������ ���� �� ����� � ��� ���� �� ��� ������ ����� ��� ���� ���� ��	 �� � �� ��'

� � >;;; �<' ��� @ ������� ��� ������ ���� ����	 (� 
��	 L � � ��� � � ��������� �� ���

@ ��� �� ��� >;; - B;; �<	 (� ���� ���' ����� �� ����� ����������� � � � � � ��� ��� ��� ��

�� @;;-B;; �<' ��� ���� ��� � � � ����� ���� �� >;; �<	

(� 
��	 >; � � ��� � � � � �-����������� ���� �� ��� ����� �� �� ����' ������� �����

��� � �������� �*������� ����� � �� � ������� �� ���)���� ��� ������ ����� ���

�� 
��	 >> � � ��� � ��� ��������� ���� ������ ������� ����� 
 ������ ��� ������	 (�

� ��� ����� ��� �� ��� ��� �����$�� � �+�� �� ��� ������ ����� �� ���  ������� ��

��� ����� �� ������ ��� ���� ��� ����-� ���� �� ��� ������	 (� 
��	 >@ � � ��� � �� ,�.

��� ����� � �� �����' �� ,�. ��� ���� ������ ��� � ������ �� ;	A � ����� ,. ��� ���

������ �� >F � ����� ��� ,�. ��� ������ �� @L	K � ����� ,�	�	' 7��� �� � � � ��� ���� ��.	

/�� �����' ��� ����� � �������� �� ��� � �� ���� ������ ����� �� ���� �� � ��� �� ���

�����$�� �  ����� ���� ��� � �� ��� � � ���� � � ����� �� �� ���� ����	

& � �� � ��� � ��� �� ����� ���� ��� ���� ������ ��� ��� ��� �� ��� ������ �� J;; �

�����	 (� �� �� ��������� �� ������� �� � ��� � � �������� ����� ��� ��)����� �� ������

�� ������ �������� ����������	 ��� �� ���� ��� ���� �

�

������� ��� ������ �����
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Figure 9: ��� ���		�
�� -��� �����	�� �� �	������ � , >;

�

� �� ����	�� � , � � . �� ��

� � 
 � � 	��
�� ���
��� � ����� ��� 	�� � �	���	� ���
��� � �
��� �� � ���	��� �� ����
�

���	�� ��� ��
��/
����. �
 ���	� �� ! � � � � � 	�� 
���� 	� 	�� ����
� �� !�� ��
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Figure 12: 0��
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� �	 !�

���	� ��� 	�� ����
� �	 !� � ���	� ��� ��� 	�� ����
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Figure 13: ��� ���		�
�� -��� �����	�� ������� � , J � >;

�

� �� ���	��� �� �
�����,

��� ����
� ���	� ��
 � 
���� �� '�� ��

��� ��� ���� ��' �������� �+ ��� ����<�� ���	 #��� ��� ��� ������� ������ ������

�� ���� ����� ��

�

�

N @ 	�#�� , �

�

. ,F;.


 �� ��� �*�����' ��� ��� ������� �� �� ��� >>@ �	 
 �� ��� � ��������� ' ��� �

������ ��� �� ����� �� ����� ���� ����' ���� ���� )�� ��� ��� ��� ��� �� ��� � � � ��

�� ��� ��=����� � �Æ��� �' ��� � �� ���� ���� ��� �� ���� ���	 #� ��' ��� � �����

�� J;; �' ����� *������� J ����� ������ ��Æ�	 # � � � �� ��� ���� ����' � � ����

������� :	 (� ��� �������� �*�����' �� >;; � �����' � � ������ ���� ��� ���)����

������ �� >; �< �� ��� � ��� ���� ���� ��������� � �Æ��� �� � ��� �������	 � �

������ ������' ���� ���)���� ������ �� ��� ��Æ��� ��� $��' ��� �� ��� ������ ��� � ��

���� ��+������ �� ��� �����	 (� 
���	>A->B' � � ��� � ��� ��������� �� ����� ���

���� ����� ����������� ��� � ����� �� J;; �	 #�� ���� ������ �� � � � � � � �����

� � � ����� �� J ��� � ��� �� ����� ���������� ����� *������� �)��� �� ����� ��� ���

>;; � ���	 (� ���� ������ � � � ������ �� �� � ����� ���� ������ � �� ��������

��� ��������� � �Æ��� �� �

�

�� � ������ �� > �<	 �� � �� ��' �� ����� �� �� ��� ���

����������� ��� �����)��� � �����������' � � �� � � ���������� ��� �������� � ��

,��� � � �� � �����<�� ���� ���� �� �� ��� ������ � �������. �� ���� ��� � $*�� ������

����� ��� � ��������� � �������� ����� ��������� � �� �' ��� ��� ���)���� �����������

��� ���� �� � � �����<�� ����	 C�� � �� ��� ����� ��� ���)���� ����� ����� � � � � � � � �

� � ������� ���� ���	


������ ' � � ������� � ����� ���� � ��������� �� :;  �<	 #�� �� ����� �� ��� �����

������ �� ���� �� 
��	 > ,� ���� ��� � � ��� �� ����� �� ��� �����.	 #�� ����� �� >;; �
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Figure 14: 0��
���� 	�	�. � 	��� ��
��� ������� � , � ���	�
 �� '� ��
 ��� 	�� �
�� �����

�� �� ��� 	�� ����
� �	 !� � ���	� ��� 	�� ����
� �	 !� � ���	� ��� ��� 	�� ����
�

�	 �1�2 � ���	� ��
 � 
���� �� '�� ��

��� �� � ��� ����������� �� �� @ � �� � � � ��� ���� ��	 (� 
��	>F � � � � � � ��� ���������

�� ���� �� � ������� �� ���)���� ��� ������ ����� ��� ��� $��� H>;; B>;;I �<'

������ ������ �� ��� $��� �*����� � � ���������' ��� ���� � ��+���� � ����������� ��

�����	 #��� �� � S<� �� T �� ���� ������ �� ������ ������ ��� � � � ������ H>;; :;>;;I

�< �� ���� �� ��� �� �� 
��	 >K	 �� �� � � ����' ��� �� ��������� �������� ���� �� ���� ���

��� )���� ��+���� � ���� ��� ����������� �� � � � � � � ���� ���� �����	 ���� �������

���� ������ ��� ��� �� �� 
��	 >J	 
 �� ��� ��� �� ��� ������ �� ��� ���� ��' �� ��

�������� ���� ����� ���� � � ��������� �� ����� ����� �� ������ ��� �� ��� ��������� �

�� ��������� �� ��� ���� �� ��=���� ������ 	 #�� ��������� �� ��������� �� ���� �� �

������� �� ������ ����� ��� ���)���� ��� ��� �� �� 
��	 >K ��� ��� �� ���� :; ��<

��������	 #�� ��������� ���� ������' ��� � G������� ����� �� ���� �� B;	>  �< ���

� ��������� �� @; ��<' ��� ��� �� �� 
��	 >:	 
 �� ����� ������ ���)������ ���

������ ��������' ��� ���������� ����� ��� ���� � � � � � � ������ ��	 �� � �� ��' ����� �� �����

�������� � ����� �� � � �������� ����� �� ������� �� ��� � �� ��)���� �� ����� ���' ���

�� ��� ���������������� ��������� �� ��� ������	 (� 
��	 >L � <� �� �� ��� ���� ������

���� ��� �� ����� ��=����� ��� ��� �� ��� ,�. 7��� ��� ����� ����� ��� ,�. ��� ���

�����' ��� ��� ��� �� ��� ������ �� ��� ;	A �� �� � � � ��� ���� ��	 (� �� � � ���� ��

,�. ���� ��� $��� � �� ��� ���� �� � � ��+���� � ��� �� ��� ������ � �� �������� ��

��� ����� ��� ��� ���� �� ��=���� �����	 #��� ���������� �� ��� �� ����� � �� � ��

������ �� ���� ���� ���� ��� �������� �� !��	 F	
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Figure 15: ��� ���		�
�� -��� �����	�� ������� � , >;

�

� �� ���	��� �� �
�����, ���

����
� ���	� ��
 � 
���� �� !�� � ��� ��
��/
����. �
 � 	 � � � � � . � 	�� ���� ���
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Figure 16: 0��
���� 	�	�. � 	��� ��
��� ��
 ��� 	�� �
�� ����� �� �� ��� 	�� ����
� �	

!� � ���	� ��� 	�� ����
� �	 !� � ���	� ��� ��� 	�� ����
� �	 �1�2 � ���	� ��
 �


���� �� !�� �� ��� ��
�� ���	��� � �� � ������� ���� ��� 	
�� ��  !�� "!��# $%�

��� ��
��/
����. �
 �
� �	 � � � � � . � 	�� ���� ���
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Figure 17: ��� ���		�
�� -��� �����	�� ������� � , >;

�

� �� ���	��� �� �
�����, ���

����
� ���	� ��
 � 
���� �� !�� � ��� ��
��/
����. �
 � 	 � � � � � . � 	�� ���� ���
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Figure 18: 0��
���� 	�	�. � 	��� ��
��� ��
 ��� 	�� �
�� ����� �� �� ��� 	�� ����
� �	

!� � ���	� ��� 	�� ����
� �	 !� � ���	� ��� ��� 	�� ����
� �	 �1�2 � ���	� ��
 �


���� �� !�� �� ��� ��
�� ���	��� � �� � ������� ���� ��� 	
�� �	 "�!�� $% ��	�

� �	����
� ��.��	��� �� �� �$%� ��� ��
��/
����. �
 �
� �	 � � � � � . � 	�� ���� ��
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Figure 19: � ( % � � � � � 	 � � �� �� ��
 ��� ��
��	 ��	�� ���, ��� ��� ��	�� ��
 	�� 
�����

�� 	�� �� ����
 
�)��	���� ��� ��
�� ���	��� � �� � ������� ���� ��� 	
�� �	 "�!��

$% ��	� � �	����
� ��.��	��� �� �� �$%� ��� ��
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����. �
 �
� �	 � � �� � . � 	��

���� ��

4 SUMMARY

& � �� � � ��� �� �� ���� ��� �� �� � ��� ��������� � � � �������� ������ ����� ��

� � �������� �� ������ ������ � ������ " �� ���� � � � ������	 (� � �� ����� ���� ���

����������� ����� �� ��� ������ ���� ��� ����������� � ��������� ���� � � �����$�� �

��� ��� ������ � ��� ���� �� � � � � � � � � � ,�� ��� �*�����' ��� ��� �� ������.	 (�

� �� ����� ���� ��� ���)������ ������� ���� �� ��� F;; �<' ���� � � ��������������

�������� ���� � � ���� �� �� ��� ��� ����������� ��� ���������	 #�� �����������

�+��� ������ ��� � � � ������ ��� ��� ������2� ����� �� ��� � � � ������ ����� ��� ����� ��

� �� �����$�� ��� 	 (� ������ � ���' � � ���� ��� ���� �� ��� �� �*����� ��� ���������

� ������������ ��� ������ �����$�����	
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